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Endlich seien noch einige theoretische Fragestellungen genannt, die dem Reynolds- 
schen bezw. Couetteschen Fall verwandte Strömungsformen, aber unter anderen physi¬ 
kalischen Bedingungen, behandeln. L. Hopf 1 ) behandelt, von der Vorstellung ausgehend, 
daß die Turbulenzschwingung den Zusammenhang der Flüssigkeit an der Wand lockere, 
den Grenzfall der Fliissigkeitsströmung zwischen nachgiebigen Wänden, fiir den also nicht 
die normale Geschwindigkeitskomponente an der Wand, wohl aber der Druck verschwindet. 
Fiir diesen Grenzfall ergibt die Methode der kleinen Schwingungen schon bei kleiner 
Reynoldsscher Zahl Labilität. Für das eigentliche Turbulenzproblem scheint mir diese 
Fragestellung nicht in Betracht zu kommen. Wir haben ja gesehen, daß, im Sinne der 
kleinen Schwingungen, auch die genaueren Experimente keine Labilität ergeben. Außer¬ 
dem zeigt eine weitere Verfolgung des Hopf sehen Ansatzes, daß er nur bei sehr ge¬ 
ringem Elastizitätsmodul der Wände zu Abweichungen von den früher erwähnten Resul¬ 
taten führt, während die den Versuchen zugrunde gelegten Wandungen praktisch als starr 
angesehen ; iwerden müssen. Auch in den vielfach erwähnten Arbeiten von Orr 2 ) finden 
sich ähnliche Randbedingungen behandelt. Einen neuen Gesichtspunkt in der Turbu¬ 
lenzfrage hat L. V. King 1 ) durch die Berücksichtigung der Kompressibilität der Flüs¬ 
sigkeit und der damit verbundenen Schallwellen herangezogen. Doch scheinen seine 
Ausführungen, die sich auf Beobachtungen im laminaren und turbulenten Gebiet stützen, 
noch wenig geklärt und erfordern jedenfalls zunächst genauere theoretische Durch¬ 
arbeitung. 33 

Die Differenzengleichungen und ihre Anwendung in der 

Technik. 

Von G. WALLENBERG in Berlin-Wilmersdorf. 

Vortrag, gehalten am “26. Januar 1920 im Ausschuß für technische Mechanik lies Berliner 
liezirksvereines deutscher Ingenieure. 

E in altes lateinisches Sprichwort sagt: »Natura non facit saltus« (Die Natur macht keine 
Sprünge). Dieses Sprichwort hat heute keine Geltung mehr: In der Physik ist in 
neuerer Zeit eine entschiedene Tendenz zum Diskontinuierlichen hervorgetreten — 
ich erinnere nur an die Elektronentheorie, die Plancksche Quantenhypothese und die Born- 
sche Theorie des Raumgitters —, eine Tendenz, die wegen ihrer Fruchtbarkeit und der 
bereits erzielten Erfolge wahrscheinlich auch nicht so bald wieder daraus verschwinden 
wird. Was bedeutet das für uns Mathematiker? Nicht mehr und nicht weniger, als daß 
die Differentialgleichungen nicht mehr ausreichen, um den Verlauf aller Erschei¬ 
nungen zu beschreiben, sondern daß man zu den Differenzengleichungen seine Zu¬ 
flucht nehmen muß. In der Tat mehren sich die Fälle, daß Physiker und in noch höhe¬ 
rem Grade Techniker bei der mathematischen Behandlung der ihnen entgegentretenden 
Probleme auf Differenzengleichungen stoßen. Der bekannte Brückenbauer und Statiker 
Müller-Breslau an unserer Technischen Hochschule und seine Schüler rechnen schon 
seit Jahren mit Differenzengleichungon; die Clapeyronsche Gleichung für die Stützen¬ 
momente des durchlaufenden Trägers ist, wie wir sehen werden, nichts anderes als eine 
Differenzengleichung. 

Ferner nenne ich A. Rüssel, Phil, magaz. Bd. 11 (1906): es handelt sich da um 
das elektrische Feld zwischen zwei Kugeln; M. Pupin, Transactions of Amer. Inst, of 
El. Eng. 1900, S. 245 (Theorie der Pupinleitung; vergl. auch Breisig, E. T. Z. 1909, 
S. 462); F. Emde, Elektrot. u. Maschinenbau, Wien 1906, S. 945, § 20 (Berechnung von 
Drehmagneten für vorgeschriebenes Drehmoment); R. Rüdenberg, Elektrot. Zeitschr. 
1914, S. 412 (Spannungsverteilung an Kettenisolatoren); K. W. Wagner, ebenda, Heft 23, 
24, 25 (Induktionswirkungen von Wanderwellen in Nachbarleitungen), Arch. für Elektro- 
techn. III (1915) (Theorie des Kettenleiters nebst Anwendungen) und Arch. für Elektro- 
techn. VI (191S), S. 301ff, (Wanderwellen-Schwingungen in Transformatorwicklungen) und 
endlich mehrere Abhandlungen von W. Rogowski in dem von ihm herausgegebenen 
Arch. für Elektrotechn, VI (1918) und VII (1919) über Spulen und Wanderwellen. 


*) Zur Theorie der Turbulenz, Anti. (1. Physik 56 (1919), p. 538. 

'-) I. e. S. 129 3 ). ■/.. B. ir. Artikel 12. 

b Turbulent (low in Pipes aml Channels: Philos. Maga?inc IG, 32 U916) p. 822. 
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Herr Wagner sagt in der erslen Abhandlung: »Bei manchen Aufgaben, wie bei 
der Berechnung vielfacher Reflexionen von Wanderwellen, der Spannungs- und Strom¬ 
verteilung in künstlichen Leitungen, in Widerstandssätzen mit Rücksicht auf die Kapazität 
der mit den einzelnen Spulen verbundenen Metallteile, und bei ähnlichen Problemen bietet 
sich die Differenzengleichung ganz von selbst dar. Leider werden die Differenzenglei¬ 
chungen in den gangbaren mathematischen Lehrbüchern für Ingenieure und Physiker 
überhaupt nicht behandelt.« Es wäre in der Tat sehr wünschenswert, wenn dies recht 
bald geschehen würde; einen kleinen Anfang dazu hat W. Hort in seinem Buch: »Die 
Differentialgleichungen des Ingenieurs« 1 ) gemacht. Wenn die Physiker und Techniker sich 
bisher mit Differentialgleichungen beholfen haben, so liegt der Grund darin, daß die 
Theorie der Differenzengleichungen, obwohl die ältere Schwester der Differentialglei¬ 
chungen, gegen diese hochentwickelte Disziplin bis in die neueste Zeit arg zurückgeblieben 
war. Als ich im Jahre 1909 zusammen mit dem Norweger Alf Guldberg mein Buch: 
»Theorie der linearen Differenzengleichungen« (Teubner, Leipzig und Berlin 1911) zu 
schreiben begann, war mein Hauptzweck, wenigstens die formale Seite der Theorie auf 
das Niveau der Differentialgleichungen zu bringen, da über die funktionentheoretische 
Seite, d. h. über die analytische Darstellung der Lösungen einer linearen Differenzen¬ 
gleichung und die Erforschung ihrer funktionalen Eigenschaften, damals nur ganz ver¬ 
einzelte unzusammenhängende Arbeiten Vorlagen; in den letzten Jahrzehnten war fast voll¬ 
ständige Stille auf diesem Gebiete eingetreten. Aber gerade in den Jahren 1909 bis ID11, 
in denen ich mein Buch verfaßte, begann es sich auf unserem Felde zu regen, und ich 
konnte durch Benutzung mir übersandter handschriftlicher Aufzeichnungen des jungen 
dänischen Astronomen N. E. Nörlund, der jetzt Professor der Mathematik in Lund ist, 
dem Werke einen gewissen Abschluß geben. Seit dem Erscheinen des Buches, also in 
8 Jahren, ist nun bereits eine ganze Literatur über die Theorie der linearen Differenzen- 
gleiehungen entstanden, so daß diese ihrer jüngeren Schwester, der Theorie der linearen 
Differentialgleichungen, fast ebenbürtig geworden ist; deutsche, französische, englische, 
italienische, holländische, dänische, norwegische, russische, amerikanische und japanische 
Forscher sind daran beteiligt. — Also wir Mathematiker sind gerüstet und können den 
neuen Problemen, die Physik und Technik uns stellen, mit Ruhe entgegensehen. 

Ich möchte Ihnen nun in dem heutigen einführenden Vortrage zeigen, was man 
schon mit den einfachsten, elementarsten Hilfsmitteln auf diesem Gebiete leisten kann, um 
Sie zur Benutzung dieser Hilfsmittel und damit zum Studium der Differenzengleichungen 
anzuregeu. Zu diesem Zwecke will ich zunächst das nötigste Handwerkszeug hersteilen, 
indem ich Ihnen kurz den Begriif der Differenzengleichung und ihrer Lösung entwickle: 
Ist y, eine Funktion von x — man schreibt in der Differenzenrechnung das Argument 
gewöhnlich als Index —, so ist bekanntlich die »Differenz« /ly, definiert durch die Glei¬ 
chung Jy, = y., + h — y x , worin h eine endliche Größe ist, die ohne Beschränkung der 
Allgemeinheit gleich 1 gesetzt werden kann, also Jy x = //.<• + l — yp, ferner die »zweite 
Differenz«: 

ä % y x = Jäy x = y x + -2 — y> + t — (,(/.>■ + j — //.<•) = yx + 3—2 y x + 1 + 3/« usw. 

Unter einer Differenzengleichung nter Ordnung versteht man nun eine Gleichung 
zwischen der zu bestimmenden Funktion ij x und ihren ersten «Differenzen, deren Koeffi¬ 
zienten die unabhängige Veränderliche x enthalten können, also eine Beziehung von der 
Form: F{x,y, : , Ay x , . . ., -J n i/ X ) = 0. 

Setzt mau für Ay x , A' 1 y x usw. ihre Werte ein, so resultiert eine funktionale Be¬ 
ziehung: 

<1> o, y x , yx + 1, y.r + 2, . . ., yx + «) = 0, 

in welcher Differenzen gar nicht mehr erkennbar sind; trotzdem nennt man auch diese 
eine Differenzengleichung. 

Für die Technik sind nun von besonderer Wichtigkeit die linearen Differenzen¬ 
gleichungen von der Form: 

yx + n +P* (I) yx + n - 1 + pß"> y., + n-2 + . . . + pß 1 /* = (/«, 

worin die pß und q x gegebene Funktionen von x sind; ist q., — 0, so heißt die lineare 
Differenzengleichung homogen. —- Für eine große Reihe von Problemen der Technik 


l ) Inzwischen ist eine ausgezeichnete Schrift von P. Funk »De linearen Differenzengleichungen 
und ihre Auwendurg in dtr Theorie der Baukonstruktionen« (J. Springer, Berlin 1920) erschienen. 
Vgl. die Besprechung S. 117 dieses Heftes. 
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genügt schon die Betrachtung linearer Differenzengleichungen mit konstanten Koeffi¬ 
zienten und die Beschränkung auf ganzzahlige x (nämlich auf x als Index). In diesem 
Falle läßt sich aber leicht die allgemeine, bereits von Lagrange gefundene Lösung der 
Differenzengleichung angeben. Liegt z. B. eine homogen lineare Diiferenzengleichung 
dritter Ordnung vor: 

IJx + 3 + Pl l/.r + 2 + pl y.r +I+Pl.l/« = 0.(A), 

worin p\,pi,pi Konstanten sind, so machen wir den Ansatz y, — n x , wo a noch zu be¬ 
stimmen ist, und erhalten nach Division durch a- c für « die sogenannte »charakte¬ 
ristische« Gleichung: 

+ pi «• -t- pi « -+- pi - 0 . 

deren Wurzeln «i, « 3 , a 3 zunächst voneinander verschieden sein mögen; dann ist, wie 
aus der Linearität der Differenzengleichung ohne weiteres folgt, 

y, = Ci np c 2 cta* -+- C 3 « 3 ' (ci, c 2 , c 3 willkürliche Konstanten) 
die allgemeine Lösung der Differenzengleichung (A); die willkürlichen Konstanten werden 
durch die »Anfangsbedingungen« des. Problems bestimmt. Ist «j = « 1 , so lautet die all¬ 
gemeine Lösung: 

y, — t'i «1 ■*' -+- c 2 x -f- c 3 « 3 ; 
ist «j = or 3 = « 3) so lautet die Lösung: 

y, = ci a, r -t- Ca ,r «j* -+- c.,x'- «i 1 '. 

Sind zwei Wurzeln konjugiert komplex: «, = q (cos q> - 4 - i sin cp), « 2 = q (cos ()) 
-— i sin qp), so ist = q x (cos x q -+- i sin x <j ), = (i r (cos x y — / sin x q), also die 

allgemeine Lösung: 

>Jx = Ci q x cos x cf ■+■ Ci y' sin x q> H- o 3 a 3 ' (Ci = r, + c 3 , €■• = i (r 1 — Ca)). 

Liegt eine vollständige lineare Diiferenzengleichung vor: 

Po ?/r + “ + Vl ?/-• + 2 + Pi ?/ -: + l+Piy.r—q .(B) 

(q Konstante), so setzen wir zunächst an //, = ß (ß Konstante) und erhalten ß (/>,, -j- p, 
H - p% + 7 ) 3 ) = q, also die .Partikularlösung: 


i>o + 2>i + Pi + P3 ’ 

und daher die allgemeine Lösung: 

V* - O «L + c-j «»■'' + c» a 3 ’ + ß S 

mit den etwaigen oben angegebenen Modifikationen; im Falle — p t = 0 muß y r = ßx 

• = o 

angesetzt werden. 

Eine Differenzengleichung (A) oder (B) kann als Rekursionsformel aufgefaßt wer¬ 
den, und als solche tritt sie gewöhnlich in der Technik auf; sie vertritt dann unzählig 
viele Gleichungen, die man erhält, wenn man x = 0, 1 , 2, 3, . . . setzt, und wir sind jetzt 
imstande, irgend ein Glied der Reihe yo, y\, y-i , y 3 , z. B. das tausendste, sofort anzuschrei¬ 
ben, falls die drei ersten ;/*, yi, ;/j gegeben sind. Ganz analog liegen die Verhältnisse 
bei der allgemeinen linearen Diiferenzengleichung uter Ordnung. Ich will Ihnen nun an 
einigen Beispielen zeigen, wieviel man bereits mit diesen einfachen Hilfsmitteln leisten 
kann. Zunächst folgendes Beispiel: 

y* + i+ y< + :i+ Sy.,- + 2 -f- 2 y< + 1 -f y x = 0 .(I). 

Die charakteristische Gleichung 

a 4 -f- > a ' - 4 - 3 re 3 -f- 2 u -j- 1 = (a 3 -f- « -j- l) 3 = 0 
besitzt zwei Doppelwurzeln 

2.-7. 2 rt 

«12 = cos ± % sin ' ; 

3 :i 

daher lautet die allgemeine Lösung: 

2 T 2 T 

yx. — («0 -+- «1 x) cos - ^ x -I- (ßo -4- ß> x) sin —• .r, 

worin « 0 , « 1 , ßo, ßi willkürliche Konstanten sind. Soll nun z. B. unter der Annahme 

Vo = 2/1 == t/3 = 0, yi = — 1 

yioo berechnet werden, so lassen sich diese Konstanten aus den Anfangsbedingungen 
folgendermaßen bestimmen: 
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Willi on 1» erg. 


y.i — «o = 0, ?/3 = «o -+- 3 «i — 0, 

2 I 2 TT 

1 — («0 + «l) OOS -+- (ßo + ßi) sin — n, 

2 /a = («n + 2 «i) cos 1 -t- (p’ 0 + 2 /3i) sin ’-' r =■-I : 

aiso: « 0 = 0, «, = 0, ß 0 -- ß, = -• 1 

7t 

sin 



folglich: 


d, wenn as = ok (k beliebige ganze Zahl), 
x — 1 , wenn .r = 3 fr 4- 1 , 

1 — as, wenn x — 3 k — I ; 


2 (j: 1 > . 2 ji 

„ _ sin 05 = 

] 3 s 

und daher y IO o — 99. 

Das zweite Beispiel wähle ich, dem Zwecke meines heutigen Vortrages entspre¬ 
chend, aus einem ihnen naheliegenden Gebiet, der Statik; und zwar wähle ich als ein¬ 
fachste Anwendung die Theorie des kontinuierlichen Balkons (nach W. Hort »Die Diffe¬ 
rentialgleichungen des Ingenieurs«), Bekanntlich gilt für die Stiitzenmomente M k eines 
kontinuierlichen Trägers, der in jedem Feld gleichmäßig belastet ist, die Clapevronsche 
Gleichung (Hütte 1908, 1, S. 468). Sind die Stützen alle gleich hoch, die Stützenentfer¬ 
nungen alle gleich groß (=/) und die Belastungen in allen Feldern gleich <y, so lautet 
diese Gleichung: 


M n 


M-2 
' I 


M, 


M, 


/-f-l M k + i 


-1 tk -f 4 47 a + i -F Mk 12- Vs Q /".(H)i 

das ist aber eine lineare Differenzengleichung zweiter Ordnung; die zugehörige homo¬ 
gene Gleichung m 12 + 4 1111, + M> = 0 

besitzt die allgemeine Lösung: ^ ^ 

worin 1| und L die Wurzeln der charakteristischen Gleichung 

v -f 4 1 + t=o (i,,•» = — •-* ± yY) 

sind, und daher die vollständige Gleichung (II) die allgemeine Lösung: 


M k 


c v + cs v - (o p 1 


V* q I -)• 


Die Konstanten Ci und c 2 bestimmen sich aus den Bedingungen, daß an den Enden 
des Balkens die Stützenmomente gleich Null sein müssen, d. h. aus 

Mo = v, -j- c» — = 0, 


M„ — r, Ai m -j- c a Lj" 


12 


= 0, (Anzahl der Stützen =/>-+- t) 


Aus diesen Gleichungen ergibt sich: 

qi> Lj» — 1 


12 V—L 


rv» = 




Z|“- 1 


und daher: 


Mt = 


<1P 
12 


12 I1 " - /. 2 

t 


fi 4- r-. 1 v - 1 v). 


Nach dieser Formel können die Stützenmomente des durchlaufenden Trägers auf 
S. 470, Bd. I der Hütte (1908) berechnet werden. 


Endlich möchte ich Ihnen kurz über einige Anwendungen der Differenzen¬ 
gleichungen in der Elektrotechnik berichten, und zwar auf die sogenannten Wander¬ 
wellen nach neueren Arbeiten von Wagner und Rogowski. Herr Wagner sagt in 
seiner Abhandlung »Iuduktionswirkungen von Wanderwellen in Nachbarleitungen« (E T. Z. 
1914, Heft 23, 24, 25): »Unter den Fragen, die gegenwärtig im Vordergründe des Inter¬ 
esses stehen, nimmt die Beeinflussung von Schwachstromleitungen durch benachbarte 
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Hochspannungsleitangen eine hervorragende Stelle ein. Dies ist durch die rasche Ent¬ 
wicklung bedingt, die die Ueberlandzentralen in den letzten Jahren genommen haben. 
Die störenden Wirklingen entstammen verschiedenen Quellen; unter ihnen sind die von 
Wanderwellen in den Hochspannungsleitungen herrührenden Störungen bisher am wenig¬ 
sten geklärt. Die störenden Wirkungen der Hochspannungsleitungen auf benachbarte 
Schwachstromleitungen haben den Anlaß zu lebhaften Auseinandersetzungen zwischen den 
Vertretern der beiden Fachgebiete gegeben. Die Schärfe der Diskussion hat vielleicht 
ihren Grund mit darin, daß die fraglichen Vorgänge teilweise noch wenig aufgeklärt sind 
und daß man sich daher über die erforderlichen Abwehrmaßregeln nicht einigen kann. 
Die vorliegende Arbeit verfolgt das Ziel, durch sachliche Aufklärung an der Einigung 
über die strittigen Fragen mitzuwirken.« Nun, meine Herren, die Entscheidung 
erfolgt mit Hilfe linearer Differenzengleichungen von so einfacher Art, 
wie ich Sie Ihnen vorgeführt hahe! In der betreffenden Abhandlung wird nämlich 
gezeigt, wie man mit ihrer Hilfe die in den Schwachstromleitungen induzierten Wander¬ 
wellen berechnen kann. In einer anderen Abhandlung (»Wanderwellen-Schwingungen in 
Transformatorwicklungen«, Arch. für Elektrot. VI (118), S. 301 — 326) sagt Herr Wagner: 
»Die Frage nach der Beanspruchung von Transformatorwicklungen durch eindringende 
elektrische Wellen erlangte eine praktische Bedeutung, sobald man erkannt hatte, daß 
viele der sogenannten Ueberspannungen von Wanderwellen herriihren. Anfangs begnügte 
man sich damit, die Wicklungen als gewöhnliche gestreckte Leitungen mit dem beson¬ 
deren Kennzeichen eines hohen Wellen Widerstandes zu betrachten. Diese Auffassung gibt 
von den Vorgängen ein einfaches Bild, das für manche Zwecke ansreicht; es genügt aber 
nicht, um die Beanspruchung der Wicklung zu bestimmen. Der Grund ist, daß sich die 
Wellen in einer Wicklung infolge der gegenseitigen Beeinflussung benachbarter Windun¬ 
gen wesentlich anders ausbreiten als in einer gestreckten Leitung. Von der Art der Aus¬ 
breitung hängt aber die räumliche Feldverteilung ab, die die Beanspruchung bestimmt. 
Nun ist das elektromagnetische Feld einer in der Wicklung verlaufenden Welle ein so 
kompliziertes Gebilde, daß man heute nicht erwarten darf, diesen Vorgang mit allen seinen 
Feinheiten rechnerisch erfassen zu können. Die Rechnung muß sich daher mit dem be¬ 
scheidenen Ziel begnügen, die Vorgänge in groben Zügen wiederzugeben. Zu diesem 
Zweck betrachtet man an Stelle der wirklichen Wicklung eine Ersatzspule mit einfacheren 
elektromagnetischen Eigenschaften.« 

Um nun auf eine Differentialgleichung zu kommen, mußte man bisher die 
Natur vergewaltigen, indem man die Windungslänge der Spule unendlich klein an¬ 
nahm — das hat Wagner selbst in einigen früheren Arbeiten und dann 0. Böhm in 
seiner übrigens sehr tüchtigen Darmstädter Doktordissertation (1917) getan. »Bei der 
homogenen Spule mit unendlich kleiner Windungslänge macht aber«, wie Herr Wagner 
weiter sagt, »die Definition der Windungskapazität und der Gegeninduktivität benach¬ 
barter Windungen einige begriffliche Schwierigkeiten (beide werden im Grenzfall unend¬ 
lich groß); weitere Schwierigkeiten ergeben sich bei der Feststellung der richtigen Grenz¬ 
bedingungen (die eine Grenzbedingung Böhms ist denn auch falsch geraten). Alle 
diese Denkschwierigkeiten entfallen, wenn man gleich von vornherein der 
Wirklichkeit entsprechend eine Spule mit endlicher Windungszahl und 
endlicher Windungslänge in die Betrachtung einführt. Ueberraschender- 
weise läßt sich die Rechnung für diesen Fall streng durchführen; sie ge¬ 
staltet sich sogar einfacher als bei dem idealisierten homogenen Spulen¬ 
gebilde mit unendlich vielen Windungen.« Man kommt auf eine lineare Diffe¬ 
renzengleichung vierter Ordnung. »An Hand der gefundenen Lösung sind diejenigen 
Fragen, die bei dem Problem von praktischer Bedeutung sind, unschwer zu beantworten.« 
Also, meine Herren, die Differenzengleichungen setzen uns in den Stand, mit einfacheren 
Mitteln der Wirklichkeit näher zu kommen als bisher — das genügt wohl! 

Zum Schluß möchte ich Ihnen aus den neuesten, im Archiv für Elektrotechnik er¬ 
schienenen Arbeiten von Rogowski, der übrigens das Spulenproblem unter anderen Vor¬ 
aussetzungen angreift als Böhm und Wagner, einige Differenzengleichungen vorführen, 
um Ihnen zu zeigen, daß dieselben wirklich zu der von uns betrachteten einfachen Art 
gehören. Auf ihre Ableitung kann ich allerdings nicht eingehen, um Ihre Zeit nicht all¬ 
zulange in Anspruch zu nehmen, und muß Sie deswegen schon auf die betreffenden Ab¬ 
handlungen selber verweisen. 

1. Spulen und Wanderwellen. I. Einschaltspannungen der Spule aus zwei 
Windungen. VI. Band (1918), 8. Heft, S. 291. 

ji v + ■> — ß fi], + l -+- « p r = 0 (a und ß Konstanten); 
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ist die Spannung der rechtsläufigen Wanderwelle der Spule nach vollendetem pten 
»Lauf« (d. h. Hin- und Kirchgang). Sind die Wurzeln der charakteristischen Gleichung 

— ß § -t- a = 0, nämlich |i, s = ^ ± j/~ — a reell, so lautet die allgemeine Lösung: 


Pp — A -(- B £ 2 ^; 

sind die Wurzeln dagegen komplex: |,,j = {/«(cos y + / sin ;••), 
so lautet die allgemeine Lösung: 


2 e 

wo tg y —- 

ö ‘ ß' 



p p = V ai' (F cos p y -+- </ sin p p); 

die willkürlichen Konstanten A, B bezw. F, C werden durch die Anfangsbedingungen be¬ 
stimmt; beide Fälle sind von Bedeutung für das in Rede stehende Problem. 


2 . Spulen und Wanderwellen. II. Resonanzspannungen beim Einschalten einer 
Spule aus zwei Windungen. VI. Band (J'.iis), 11 . Heft, S. 382. 

D — ßp + 3 -I- a p v + 2 — a p p + 1 — fi p = S K 

(.a und <5 Konstanten, desgl. die Schaltspannung E). Hier ist die Summe der linksstehen¬ 
den Koeffizienten gleich Null; wir setzen also als Teillösung an: p p = ßp-, es ergibt sich 

ß = -^- E -, Die zur reduzierten Differenzengleichung D = 0 gehörige charakteristische 

Gleichung « 3 4 - a tt- — n tt — 1 = 0 (a < 1 ) 

hat die Wurzeln «1 = 1, « 2,3 = cos <p ± i sin <p ^cos (p = — 1 + - , sin ip = '/ 2 {/(l — a)\'A -f-all; 
die allgemeine Lösung lautet also: 

(i e 

p v = A + B cos p <p -+- C sin p (p -+- - p- 

3 +a 

die Konstanten A, B, C weiden den Bedingungen des Problems gemäß bestimmt. 

3. Wanderwellen und Spulen. IV. Der Einschaltvorgang bei der Spule aus 
drei Windungen. VII. Band (U> 1!>), 6 - Heft, S. 107: 

( l p + 2 -t- f P + 1 + 1 u P — ' = — , p, = 0) ; 

die charakteristische Gleichung « J -+- « 4 - 1 = 0 hat die Wurzeln « 1)3 = — i ± l - K3 = cosi'l 

± i sin & (& — 120°); die allgemeine Lösung lautet: p,, — A 00 sp & ~j- B sinp 9 4 - f; die 

Anfangsbedingungen ergeben: A = * , B — 0. S. 171: p p + 2 4 - y p v + 1 + /l„ — \e\ 

Charakter. Gl. « 2 -t- — a 4 - 1 = 0: «,, 2 = — — ± — i cos &' + i sin {>’ (0' — 143° 10'); all- 
5 r> 5 

gemeine Lösung: p v = A cos p 0’ -f- Bsinj) &’ -4- —. Lösung mit den Anfangsbedingungen 

0 

Po — ( ' 0 E, pi = — E: f P a> = (7 eos p 0’ — sin p ö’ + 5); Lösung mit den Anfangs¬ 

bedingungen Po = ~ E, p\ = ~ E: p/$ — ^ (cosp &' 4- 7 sinp &’ -j- ö). 

Schwieriger werden natürlich die Verhältnisse, wenn die Koeffizienten der Diffe¬ 
renzengleichungen nicht mehr konstant sind, aber auch hier sind schon in vielen Fällen 
erfolgreiche Ansätze gemacht worden; doch verbietet mir die vorgeschrittene Zeit, näher 
darauf einzugehen. 

Damit schließe ich meine heutigen Ausführungen. Diese hatten den Zweck, Sie, 
meine Herren, mit einem bisher leider viel zu wenig benutzten Hilfsmittel der »tech¬ 
nischen Mathematik« — wenn ich so Bagen darf bekannt zu machen. Ich hoffe, daß Sie, 
angeregt durch meinen einführenden Vortrag, sich eingehender mit der Theorie dieses 
einfachen und fruchtbaren Hilfsmittels beschäftigen werden — ich empfehle Ihnen zu 
diesem Zweck zunächst das ausgezeichnete Buch von Markoff über Differenzenrechnung; 
auch das kleine Büchlein von Seliwanoff genügt schon für den ersten Anfang; für 
weitergehende Ansprüche wäre zu nennen die »Differenzenrechnung« von Boole sowie 
mein Lehrbuch der »Theorie der linearen Differenzengleichungen«. — Wenn dann einige 
von Ihnen sich dieses nützlichen Hilfsmittels bei den Ihnen entgegentretenden technischen 
Problemen auch bedienen werden, so hat mein Vortrag seinen Zweck e«füllt. 27 



